Kai Sauerwald

Zusammenfassung: Formale Methoden des Systementwurfs SS 12

Definition: Semantikschema
Ein Semnatikschema ist ein Tupel (R, I, [-]) mit:

e R: Menge der Représentationen / Nachrichten
e [: Menge der Begriffe / Informationen
e [] € R x I: Semantik / Interpretation

Beispiel: Semantikschema fiir Unirdarstellung
o Ry =ger {‘7 ||7 H|a oc }

o I, =qet N=1{1,2,3,4,...}

® [Ju=aet {(||...], k)| k € N}
——

k—mal

While Programme

Synatax: While Programme
Ausdriicke:
az=nl|z|(a+a)|(axa)
Bedingungen:
bu=true| false| (a==a)| (a<a)|(a<=a)| ()| (b&&D) | (b]|b)
Programme:
Su=xz=ua|skip|S;S|if(b){S}telse{} | while(b){S}
Wir legen fiir uns fest:
e Num fiir die Metavariable n,

e Var als die Variablen mit Metavariable x,

o Aecxp fiir die arithmetischen Ausdriicke mit Metavariable a,

Bexp fir die Booleschen Ausdriicke mit Metavariable b,

und Stm die die Anweisungen mit Metavariable S.

o ¥ =g4et {0 | 0: Var — Z} als die (Speicher-)Zusténde.

Semantik: Arithmetischer Ausdriicke
Die Semantik Funktion [-]4 : Aexp — (¥ — Z) ist folgend definiert:

[n]a(o) =aet [nln

[[:B]]A(U) =def U(:U>
[(a1 4 a2)]a(0) =qer  pPlus([a1]a(o), [a2]a(o))
[(a1 * a2)]a(0) =det mult([ar]a(o), [az]a(o))

Synatax: Erweiterte Boolescher Terme

ABT := true]| false
BT = ABT|(-BT)|(BT A BT)
(a<a)|(a=a)|(a<a)]

| (BT V BT) |
(Vy.BT) | (3y.BT)

Semantik: Boolescher Ausdriicke:
Die Funktion [-]p : Bexp — (X — B) ist folgend Definiert:

(0) =der tt
[false]p(o) =qer ff
[a1 == a2]B(0) =aer tt, falls eq([a1]a(0), [az]a(0))
[ar == a2]B(0) =qer ff, sonnst
[ ]B(0) =aet neg([b]B(c))
[ b1&&bs |5(0) =qet conj([b1] (o), [b2]5(0))
[ bil[b2 ]5(0) =der disj([b1] (o), [b2] 5(a))
[Vy.b) (o) =qet tt < fiir alle z € Z gilt [b]g(c{z/y}) = tt
(0) =det tt < fiir min. ein z € Z gilt [b]s(c{z/y}) = tt

. (andere Relatoren (z.B. <, <=,...) analog)
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Definition: Semantische Aquivalenz Operationalle Semantik von While

Zwei Terme (Boolesch oder arithmetisch) ¢; und ¢ heifsen semantisch dquivalent,

geschrieben t; = 1, falls: Definition: Konfiguration
Vo € .[t] () = [ts] (o) e Eine nichtterminale Konfiguration ist ein Tupel (S, o), mit Programmfrag-

ment S und Zustand o € 3.
%0 _ / : . _ /
Fir [a]a(o) = [a']a(0) oft auch kurz geschrieben: [a]4 = [a] . e Eine terminale Konfiguration ist entweder ein Zustand o oder undef.
Definition: Syntaktische Substitution

Definition: Berechnungen
Die syntaktische Substitution fiir Terme aus T ist eine Abbildung:

Wir legen folgende Begriffe fest:

[/]: T x Aexp x Var — T e Ein Berechnungsschritt hat die Form: (S,0) = k mit k € (Stm x X)UX
Fiir eine Konstate ¢, einen unaren Operator u, einen binaren Operator o, a € Aexp, ¢ Eine Berechnungsfolge zu einen Programm S zu einen Zustand o € ¥ ist
t,t' € T und Variablen z,y € Var induktiv definiert: . ) . .
— eine endliche Folge ky, ..., k, von Konfigurationen mit ko = (S, o) und
a fallsy=ux k; = kipq fur alle ¢ € {0,...,n — 1}. Notation: kg =" kj,
yla/x] =aet y sonst — oder eine unendliche Folge von Konfigurationen mit x9 = (S,0) und
cla/x] =qet ¢ ki = k;1 fur alle i € N.

e Eine Berechnungsfolge heiftt

(ut;[a/w] =det  u(t[a/z])

(tota/x] =qet (tla/x] o t'[a/x]
— regulir terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte Konfiguration
aus X ist.
Satz: Kompositionalitdt der Substitution — irregulir terminierend, wenn sie endlich ist und die letzte Konfiguration
Set t ein Term und a,a’ € Aexp mit [a]4 = [a']a und 2 € Var beliebig. Dann gilt: undef ist.
[tfa/z]] = [t[a’/=]] — divergierend, falls sie unendlich ist.

Semantik: structural operational semantics (SOS)

Das Funktional [-]sos : Stm — (¥— — X) weilt jeder Anweisung eine partielle

Lemma: Substitutionslemma Funktion von den Zustidnden in die Menge der Zusténde zu. Allgemein definiert:
Sei t ein Term und a € Aexp. Dann gilt fiir alle o € X:

[tla/z]](0) = [t)(o{[a]a(o)/z}) [S]sos(o) = {

o falls (S,0) =* o’

undefiniert sonst



Kai Sauerwald Zusammenfassung: Formale Methoden des Systementwurfs SS 12

Semantik: Regeln fiir die SOS Semantik von While

[asssos] {z = a,0) = o{[a]a(0)/z}

[skipgpg] (skip, o) =0
(S1,0) = (51,0")
[compgpg]  (S1552,0) = (S5 S2,07)
(S1,0) = o
[compdyg]  (S1552,0) = ( i_,a’)
ftos] GHO){S1} olse {52}, ) = (51, o) [bl(0) = tt

[whilegos] (while(b){S}, o) = (if(b){S; while(b){S} }else{skip}, o) []

Satz: Kompositionalitidt der strukturierten operationellen Semantik
Sei [Si]sos = [Si]sos fiir bebliebige S;, S; € Stm und i € {1,2}. Dann gilt:

1. [Si; S2]sos = [S5; S2lsos
2. [if(b){S1}else{S2}]sos = [if(b){S] }else{S2}]sos
3. [while(b){S1}]sos = [while(b){S]}]sos

Flussgraphen

Definition: Flussgraph
Ein Flussgraph G = (N, E, st, te), bestehend aus:

e Einer endlichen Menge von Knoten N

e ciner endlichen Menge von gerichteter Kanten £ C N x BA x N.
Wobei BA = {skip} U{z =t | € Var,t € Aexp U {?}} U Bexp fiir die
Basisanweisung steht, die jede Kante beschriften.

e Einem Startknoten st € NA Ae € E mit e = (u,a,st),u € N,a € BA

e Einem Terminierungsknoten te € NA Ae € E mit e = (te,a,u),u € N,a € BA

Definition: Pfade in Flussgraphen
e Endlicher Pfad 7 der Lange k£ < 0 in einem Flussgraphen G ist eine Folge von
Kanten (eq,...,er). Wobei e; = (u;,b,v;) € E) furi =1,...,k und v; = u;q1
firi=1,....,k—1

e Der Pfad der Lange k£ = 0 ist der leere Pfad und wird mit e bezeichnet.

e Die Menge aller Pfade von u nach v wird mit Paths[u, v] bezeichnet.

Semantik: Lokale Semantik von Flussgraphen
Die lokale Semantik von Flussgraphen wird durch die Funktion [-Jrg : BA — (£ —
P(Y)) festgelegt:
[skip]ra (o) = {0}
[+ = t]ra(o) = {o{[t]alo)/z}}
(0) = {of{z/z}| 2 € Z}
[blra(o) = {o] [b]a(o) = tt}

Erweitert auf Kanten e = (u,a,v) € E: [e]rc =det [a]rc
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Semantik: Pfadsemantik von Flussgraphen Giiltigkeit und partielle Korrektheit

Wir erweitern die Semantik induktiv auf Pfade:

[e]ra(X) = X
[[(61, 000 ,6k)]]Fg(E/) = [[ek]]FG ©500© [[61]]1?(;(2’)

[lro(=) = | [elro(o)

5 Definition: Giiltigkeit und partielle Korrektheit
lea

Sei G = (N, E, st, te) ein Flussgraph, ®, pre,post € BT und u € N.

a) ® heifst giiltig an « unter Vorbedingung pre gdw.

S.emantik:. Flussgraphsemantik (.C(.)llecting—Semantik) ) . [u]re(Chipre)) C Ch(®)
Die Semantik des Flussgraphen beziiglich einer Menge von Startzustidnden wird
durch die Collecting-Semantik ausgedriickt, die jedem Knoten die Menge der er-

reichbaren Zustiande zuordnet:

[['lra: N x P(2) = P(X)
[[u]]FG(Z,) = Uwepaths[st,u} [[W]]FG(E,)

b) G heift partiell korrekt bzgl. pre und post gdw.
post ist giiltig unter Vorbedingung pre an te.

Definition: schwichste Vorbedingung

Sei ® € BT. Wir definieren die schwéchste Vorbedingung wip(a, ®) € BT fir eine

Definition: Charakterisierung Basisanweisung a € BA durch:

Sei P € BT. Dann ist die Charakteriserung von P definiert als:

wlp(skip,®) = @
_ _ wip(z =t,9) = ®[t/x]
Ch(P) =aet {o € 2| [Pls(o) = it} wip(z =7,8) = (Vz.8]z/z])
wip(b,®) = (b= D)
Lemma: Eigenschaften von Ch(-)
Seien P,Q € BT. Dann gilt:
Satz:
1. Ch(PAQ)=Ch(P)NCh(Q) Sei ® € BT,a € BA. Dann gilt:
2. Ch(PV Q) =Ch(P)uUCh(Q) la] ra(Ch(wlp(a, ®))) € Ch(P)

3. Ch(=P) =% — Ch(P)
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Flyod

Fixpunktheorie

Definition: Partielle Ordnung

Eine Partielle Ordnung (L, C) liegt vor wenn die Menge L mit der bindren Relation

CC L x L gilt:
e L ist reflexiv.
e [ ist antisymmetrisch.
e [ ist transitiv.
Fiir eine Teilmenge X C L schreiben wir:

LX fiir die kleinste obere Schranke (Subpremum), falls dieses existiert.

MX fir die grofte obere Schranke (Infimum), falls dieses existiert.

Definition: Vollstdndiger Verband (complete lattice)
Eine partielle Ordnung (L, C), fiir die UX fiir alle x C L existiert.

Das eindeutig bestimmte kleine Element wird als 1. = L) = ML festgelegt.
Das eindeutig bestimmte grofte Element wird als T = UL = M{) festgelegt.

Satz: Existenz von 1 in einem Vollstandigen Verband

Auch MX existiert fiiralle X CL: NX ={z e L|zC X}

Definition: Fixpunkt
Sei (L,C) eine partielle Ordnung und f : L — L monoton (Vz,y € L : z C y =
f(x) E f(y)). Dann definieren wird fiir alle x € L:

e 1 ist Fixpunkt von f gdw. f(z) = x.
e 1 ist Pra-Fixpunkt von f gdw. f(z) C x
e 1 ist Post-Fixpunkt von f gdw. f(z) Jz.

Bemerkung:
x € L ist ein Fixpunkt von f gdw. z ist Pra- und Postfixpunkt von f.

Satz: Knaster-Tarski Fixpunkt Theorem
Jede monotone Funktion f auf einen vollstdndigen Verband L hat einen kleinen
Fixpunkt [fp(f) und einen grokten Fixpunkt gfp(f):

lfp(f)= ™z e L] f(x) Cz} (Infimum Pra-Fixpunkte)
gfp(f) = M{z € L|zC f(r)} (Supremum Post-Fixpunkte)

Definition: S
ei (L, C) eine partielle Ordnung.

o K C L heifit Kette gwd. K ist total geordnet, d.h.:

Ve,ye K:xaCyVyLCuax

e f: L — L ist positiv Ketten-distributiv (oder postiv Ketten-stetig gdw.
VKette K : K # ) = f(UK) = Uf(K)

Satz: Knaster-Tarski-Kleene Fixpunkt Theorem
Sei (L, ) ein vollstdndiger Verband und f : L — L positiv Ketten-stetig. Dann ist

1fp(f) = u{f*(L)]i € No}

wobei fO(L) = L, fiH(L1) = f(fi(L))
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Definition: H6he einer Kette Definition: Instanz eines montonen DFA-Frameworks
Sei (L, C) ein partielle Ordnung und k € N. Eine Instanz I eines montonen DFA-Frameworks ((L,C), F') ist ein Tupel I =
(L,C) hat die Hohe k, falls k£ die maximale Lange einer Kette mit verschiedenen (N, E, ug,nit). Mit folgenden Eigenschaften:

Elementen aus L ist.
e (N, E) ist ein (Kontrollfluss-) Graph mit

— endlicher Knoten N
— jede Kante ist mit Transferfunktion f. € F' annotiert, d.h.:

Satz: Knaster-Tarski-Kleene Fixpunkt Theorem (endliche Version)
Sei (L, C) ein vollstandiger Verband mit Héhe k und f : L — L monoton. Dann ist

Lfp(f) = L{f' (L)l < k}

EFECNxFxN

e ug € N ist ein initialer Knoten, Jeder Knoten in N ist erreichbar von uyg.

e init € L ist eine initiale Information.

Satz: Knaster-Tarski-Kleene Fixpunkt Theorem (Erweiterte Fassung)

Fiir jede monotone Funktion f auf einem vollstdndigen Verband L ist die Menge der
Fixpunkte Fiz(f) von f ein vollstdndiger Teilverband von L.
Bemerkung: I.a. ist fiir Fixpunkte d;,ds das Supremum d; LIj, dy kein Fixpunkt.

Definition: Monotones Datenflussanalyse(DFA) -Framkework
Ein Monotones DFA-Framework ist ein Tupel ((L,C), F') mit:

e (L,C) ein vollstandiger Verband. Die Elemente von L werden data-flow facts
genannt.

e Fist Raum monotoner Transfer-Funktionen f : L. — L, derart dass

—Ilde F
— F ist abgeschlossen unter Komposition: Vf,g € F': fog € F
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Beispiel: Framework und Instance fiir Analyse lebendiger Variablen
e Monotones Framework:

— Vollstéandiger Verband:
(L,C) = (P(Var),C)
— Raum von monotonen Transfer-Funktionen:
F={f:L— L|3gen,kill CVarVX CVar.f(X)= (X/kill) Ugen}
e Instanz I = (N, E',te, Var) zu gebebenem Flussgraphen G = (N, E, st, te):

— Drehe die Kanten des Kontrollflussgraphen um (Riickwértsanalyse).

— Verandern der Annotation der Kanten:
fe(X) = X/kill.) U gen,

x kill, = Variable, der an e ein Wert zugewisen wird
* gen. — Variable, die (rechtsseitig) in e benutzt werden.

Initialer Knoten ug = Terminierungspunkt te

init = Var (Menge der in G benutzen Variablen)
— E'={(v, fe,u) | e = (u,a,v) € E}

1 Modelchecking

Definition: Modelchecker
Ein Modelcheck ist ein Automatisches Verfahren das folgende Aussage entscheidet:

M= ¢
Mit folgenden:

M Modellstruktur
¢ (temporallogische) Formel
= der modelliert-Operator, oder simplel ‘erfiillt*

1.1 Modellstruktur

Definition: Kripkestruktur

Definition: Transitionssystem

Definition: Kripke-Transitionssystem

Satz: Aquivalenz von Kripkestrukturen, Transitionssystemen und Kripke-1]
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1.2 Temporale Logiken Definition: [ fiir Transitionsysteme und HMS
Wir definieren fiir ein Transitionssystem 7' = (S, Act,—, AP, I), einer HML Formel
¢ und einen Zustand s € S:

s v ¢ & s €[]
Synatax: Hennessy-Milner Logik (HML)

Wir definieren die Syntax in BNF:

¢ = true | # o | ¢V ¢ | <a> ¢ Synatax: Propositional Linear Time Logic (PLTL)
¢ = true| £ 4| Wir definieren die PLTL Synatx in BNF:

¢ i=p| ¢ oVe|Xo|oUSF

Semantik: Propositional Linear Time Logic
Semantik: Hennessy-Milner Logik (HML) Die PLTL Semnatik wird auf dem Pfaden einer Krikpestruktur K = (S, R,I)

Die Semantik von HML ist wird iiber einem Transitionssystem T = (S, Act, —) definiert.
definiert. Wobei

S Zustidnde TEDp falls p € I(m)
¢ Aktionen I =T)) falls 7 £ ¢
— CSxActx S T é1V P falls7r|:¢10der7;):¢2
Dazu das Semantik-Funktional [-]¥MF . HTML — P(S) ist wie folgt definiert: ™= Xg falls |¢| > L und 7 |= ¢ L
T o Sl QIR 7 = ¢Uy falls es gibt 0 < k < |7]. so dass 7" |= ¢
[true] ML g und fiir alle 0 < i < k gilt:7? |= ¢
ruefy =
[ 1P = S\[E gl o o
[p1V 2] iML = [ [EME U [ ML Definition: Abkiirzungen fiir die PTLT
[<a>¢]fML:= {P|3P.P - P' AP € [¢]iML} Wir fiihren die Synataktischen kurzschreibweisen ein:

F(¢)  trueU¢
G(¢)  ~F(=9)

WU Uy vV G
Lemma: Duale HML Operatoren ¢ v Uy ¢

false := —true Dafiir gibt es auch Semantik:
1A P2 = (=1 V —¢2)
[a]¢p == —~<a>(-9)

$1 = P2 := 01V o

7 |=F¢ falls es gibt 0 < k < |, so dass 7F |= ¢
7= G¢ falls fiir alle 0 < k < |7 gilt 7% = ¢
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